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АБ ПЕРАЎТВАРЭННІ ДА КАНАНІЧНАГА ВЫГЛЯДУ СІСТЭМЫ 
РАЎНАННЯЎ У ЧАСТКОВЫХ ВЫТВОРНЫХ ПРЫ ДАПАМОЗЕ 

БІКАМПЛЕКСНЫХ ДЫФЕРЭНЦЫЯЛЬНЫХ АПЕРАТАРАЎ  
 

Уводзіны. У шэрагу прац [1–4] выкарыстоўваліся спецыяльныя 
дыферэнцыяльныя аператары (фармальныя вытворныя) [5] для прывядзення да 
кананічнага выгляду сістэм раўнанняў у частковых вытворных. 

У дадзеным артыкуле разглядаецца сістэма дыферэнцыяльных раўнанняў, 
адрозная ад вывучаемых раней: 
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дзе ( )vuCEFNMB iiiiik ,,,,,, − вядомыя (шуканыя) функцыі класа 
( ) 2,1;4,...1;* == ikGA . 

Праз ( )GA*  заўсёды абазначаем клас усіх аналітычных функцый (наогул 
камплексных) ад рэчаісных зменных yx,  у некаторым адназвязным абсягу G , які 
змяшчае пачатак каардынат. 

Ніжэй паказана, што дадзеную сістэму дыферэнцыяльных раўнанняў у 
частковых вытворных (1) таксама можна кананізаваць, скарыстаўшы фармальныя 
вытворныя. 

Асноўная частка. Рашаем наступную задачу: маючы сістэму выгляду (1), 
знайсці неабходныя і дастатковыя ўмовы, пры якіх існуюць такія функцыі 
( ) ( ) ( )GAyxqyxp *,,, ∈ , што сістэма (1) зводзіцца да выгляду: 
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  (2) 

дзе ϕ,f  – лінейныя функцыі ад vu,  з каэфіцыентамі класа )(* GA ; 

( )2,1;4,...,1,, == jkcba jkk − вядомыя функцыі таго ж класа, а 
p
f
∂
∂  і 

q
f
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дыферэнцыяльныя аператары (фармальныя вытворныя), якія вызначаюцца 
роўнасцямі 

( )xyyx qfqf
p
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дзе 

0≠
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≡
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qq
pp

δ . 

Сістэму (2), на падставе (3), можна запісаць, відавочна, у выглядзе: 
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Выразім yxyx qqpp ′′′′ ,,,  з (5´): 
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Апошнія роўнасці можна запісаць у выглядзе сістэмы 
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Для рашэння сістэмы (8) адносна ( )0,,, ≠′′′′ δyxyx qqpp  неабходна мець 
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Пасля вылічэння дэтэрмінанта з улікам, што 41 AA −= , атрымаем 
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Такім чынам, атрымалі наступную тэарэму. 
Тэарэма 1. Неабходная ўмова звядзення сістэмы (4) да сістэмы (2) з тымі ж 

невядомымі функцыямі заключаецца ў тым, што 

.1,
43

21
41 =−=
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AA

AA      (10) 

Няхай цяпер дадзена сістэма (4), у якой 
( )2,1;4,,1,,,,, ==ΦΘ jkKQTA jjjjjk   такія функцыі класа )(* GA , што 

выконваецца ў G  умова (10). Даследуем магчымасць звядзення такой сістэмы (4) 
да выгляду (2). 

Для рашэння гэтай задачы здзейснім наступнае. 
Складзём сістэму (6) з невядомымі функцыямі qp,  і знаходзім функцыю 

( ) ( )GAyxq *, ∈  як якое-небудзь частковае рашэнне раўнання 

( ) ( )yxyx qAqA
y

qAqA
x

′+′
∂
∂

=′+′
∂
∂

2143 ,   (11) 

якое ўзнікла як умова інтэгравальнасці сістэмы (6). 
Разгледзім падрабязней раўнанне (11). 
Каэфіцыенты раўнання задавальняюць умове (10). 
Разгледзім выпадкі, якія могуць сустрэцца пры рашэнні раўнання (11). 
1 . 03 ≠A . Тады раўнанне (11) прыме выгляд 

( )yyxyyxxx qqqqyxfq ′′′′′′=′′ ,,,,,           (12) 
у некаторым абсягу GG ⊂0  (для пэўнасці лічым, што пункт 
( ) ( ) ( )00 *,,,,,;0,0 GAqqqqyxfG yyxyyx ∈′′′′′′∈ ). 

Раўнанне (12) – гэта раўнанне Кашы-Кавалеўскай. Зададзім пачатковыя 
ўмовы 

( ) ( )yqyq xxx 2010 , ψψ =′= == , 
дзе ( ) ( )yy 21 ,ψψ  − аналітычныя функцыі ад y . 

Разгледзім xyyx qpqp ′′−′′=δ . Калі падставіць замест xp′  і yp′  правыя часткі 
раўнанняў сістэмы (6) і ўлічыць умовы (10), атрымаем  
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(верхні індэкс 0 абазначае значэнне функцыі пры 0== yx ). Таму можна лічыць 
(пры належным падборы ( ) ( ) 000 ,, qqq yx ′′ ) 00 ≠δ , а таму знойдзецца такое 
наваколле пачатку каардынат, у якім 0≠δ . Толькі гэтае наваколле і будзем далей 
разглядаць як абсяг змянення зменных yx, . 

2 02 ≠A . Тады раўнанне (11) зводзіцца да выгляду 
( )xxxyyxyy qqqqyxfq ′′′′′′=′′ ,,,,,  

у некаторым в некоторой абсягу GG ⊂0 . 
3 032 ≡≡ AA , тады на падставе (10) 141 =AA , але 41 AA −= , 

а таму з раўнання (11) вынікае: 
0=′′xyq . 

У другім і трэцім выпадках мы аналагічна знойдзем такую функцыю ( )yxq ,  
і такі абсяг, у якім 0≠δ . 

Знайшоўшы q , знойдзем p  з (6). Такім чынам, знойдзем функцыі p  і q , 
для якіх 0≠δ . 

Цяпер знаходзім ( )2,1;4,...,1,, == jkcba jkk  з (5). Сістэмы (5) вызначаныя, 
паколькі 0≠δ . Пакажам зараз, што 321 ,, AAA  выражаюцца праз p  і q  па 
формулах (5´). Для гэтага рэшым сістэму (6) адносна xq′  і yq′ . Скарыстаем умовы 
(10) і атрымаем (7). З (7) і (6) будзем мець 
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г.зн. для 321 ,, AAA  атрымаем выразы (5´). 
Тэарэма 2. Сістэма (4) зводзіцца да сістэмы (2) кожны раз, калі 

выконваецца ўмова (10). 
Вывучым умовы пераўтварэння сістэмы (1) у сістэму (4). 
Мяркуем у дадзенай сістэме (1)  

βϕα += fu , ϕβα 11 += fv  (13) 



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≠∈ 0);(*,,,

1

1
11 ββ

αα
ββαα GA . 

Тады сістэма (1) прыме наступны выгляд: 
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дзе  
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З апошняй сістэмы знаходзім 
x
f
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∂ , 

y
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∂ . Калі ў правай частцы адкінуць 

складнікі, якія не змяшчаюць 
x∂

∂ϕ , 
y∂
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Маем 
( ) .2

1411
2 DBB αααα ++−=∆  (14´) 

дзе 

43

21

BB
BB

D = . 

( )( ) 321141111 BBBBbca βαααββ +−−=′−∂′=∆  
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ці 
DBB 1141111 βαβααβαβ −++−=∆ , 

аналагічна 
( )

( ) ( ) ( )
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,
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Мяркуем 1,01 == αα , тады 1=∆ , 122 βB=∆ , 133 βB=∆ , 414 Bββ +−=∆ , 
.111 ββ −=∆ B  

Пабудуем дэтэрмінант D  для сістэмы (14) (аналагічны дэтэрмінанту 

43

21
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 для сістэмы (4)): 

( ) ( )( )DBBD 2
1411

2
32412

1 ββββ ++−=∆∆−∆∆
∆

= . 

Падпарадкоўваем каэфіцыенты сістэмы (14) умове 

041 =
∆
∆

+
∆
∆ , 

тады  

σββ 1= , дзе 
2

41 BB +
=σ ; ( )22

1 σβ −= DD . 

Пры ўмове 02 ≠−σD , 1β  можна лічыць роўным 
2

1

σ−D
, а адсюль 1=D . 

З усяго адзначанага вынікае наступная тэарэма. 
Тэарэма 3. Сістэма (1) зводзіцца да сістэмы (4) пры ўмове (10) 

падстаноўкай 
,βϕ+= fu  ϕβ1=v  

кожны раз, калі 2σ≠D , дзе 

43

2141
211 ,

2
,1,

BB
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DBB
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=
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== σ
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βσββ . 

Тэарэма 4. У выпадку 
2σ=D  (15) 

сістэму (1) нельга звесці да сістэмы выгляду (4), дзе  

1,0
43

21
41 ==+

AA
AA

AA . 

Доказ. Мяркуем, што сістэму (1) можна звесці падстаноўкай выгляду (13) да 
выгляду (4) у выпадку (15). 

Тады, калі паўтарыць пераўтварэнні, скарыстаныя пры доказе тэарэмы 3, 
неабходна мець наступнае. 

1 0≠∆ . Пры ўмове 2σ=D  з (14´) адрымае  
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( )21 ασα −=∆ . 
Прыйшлі да неабходнага патрабавання 

σαα 1≠ . (16) 
2  Калі сістэма (1) зводзіцца да сістэмы (4) пры ўмове (10), то неабходна 

0≠D . 
З роўнасцей для ,,,,, 4321 ∆∆∆∆∆  роўнасці (15) і формулы (16) атрымліваем, 

што  
( )
( )21

2
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σββ

−

−
=D , 

адкуль павінна выконвацца  
σββ 1≠ . (17) 

3  Акрамя таго неабходна мець  

041 =
∆
∆

+
∆
∆ . 

Адкуль на падставе роўнасцей для 4,1∆∆ , роўнасці (15) і формулы (17) 
вынікае: 

( ) σα
σββ
σββσαα 1

1

2
11 =

−
−

= . (18) 

Прыйшлі да супярэчнасці. Тэарэма даказаная. 
Скарыстаем далей бікамплексныя функцыі, манагенныя ў сэнсе  

У.С. Фёдарава, для пабудовы рашэнняў сістэмы дыферэнцыяльных раўнанняў у 
фармальных вытворных: 
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  (2) 

дзе ( )( )ϕ,2,1;4,,1,, fikcba ikk ==   − вядомыя (шуканыя) камплексныя функцыі ад 
yx, . Усе функцыі, разглядаемыя далей, лічым непарыўна дыферэнцавальнымі 

функцыямі рэчаісных зменных yx,  у некаторым адназвязным абсягу D . Далей 
праз ( ) ( )yxqyxp ,,,  будзем абазначаць дзве такія камплексныя функцыі, для якіх 

0≠′′−′′= xyyx qpqpδ  у разглядаемым абсягу. Аператары 
q∂
∂  і 

p∂
∂  вызначаюцца 

наступным чынам: 

( )xyyx qfqf
p
f ′′−′′≡
∂
∂

δ
1  , ( )yxxy pfpf

q
f ′′−′′≡
∂
∂

δ
1 . 

Для любой бікамплекснай непарыўна дыферэнцавальнай функцыі ( )yxF ,  
уводзім наступныя дыферэнцыяльныя аператары: 
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







∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

q
Fj

p
F

P
F

2
1 , 








∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

q
Fj

p
F

Q
F

2
1    (20) 

( )ijjjqpQjqpP ≠−=−=+= ,1,, 2 . 
Лёгка даказаць, што для гэтых аператараў маюць месца звычайныя правілы 

дыферэнцавання сумы, рознасці, здабытку і дзелі. Акрамя гэтага, маем: 
( )

















∂
∂

+
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

=
∂
+∂

pq
fj

qp
f

Q
jf ϕϕϕ

2
1 .   (21) 

Тэарэма 5. У выпадку 
,44223131 ,,, babaabba −=−=−==    (22) 

2
,

2
1

4
2

2
cbcb =−=      (23) 

сістэма (2) зводзіцца да выгляду 
2BFAF

Q
F

+=
∂
∂ ,     (24) 

дзе  

ϕjfF += , ( ) ( )( )13314
1 bajbaA −++= , ( ) ( )( )44224

1 bajbaB −+−= , 

ijj ≠−= ,12 . 
Доказ. З азначэння дыферэнцыяльных аператараў (20), з (2) і (23) вынікае, 

что 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),2

4

22
4422

2
4422

31311331

ϕϕ

ϕ

jffbajbaFbajba

jfabjbaFbajba
Q
F

−−++++−+−+

+−++−+−++=
∂
∂

 

адкуль у выпадку (22) прыходзім да раўнання (24)  
Тэарэма 1 даказаная. 

 Знойдзем агульнае рашэнне раўнання (24) 
2BFAF

Q
F

+=
∂
∂ , 

дзе F − невядомая бікамплексная функцыя, BA, − вядомыя бікамплексныя 
функцыі, прычым лічым, што A  і B  − функцыі, манагенныя ў сэнсе У.С. 
Фёдарава па функцыі jqpQ −=  у абсягу D . 

Мяркуем  

 ( ) vuFAdQu
M

M
=−= ∫ exp,

0

.  

Пры гэтым маем: u − функцыя, манагенная ў сэнсе У.С. Фёдарава па 
функцыі Q ; 

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

ПУ



9 
 

A
Q
u

dQ
du

=
∂
∂

= ,     (25) 

дзе 
dQ
du − вытворная ў сэнсе У.С. Фёдарава; 

( )vuF exp= . 
Раўнанне (24) прыме выгляд 

( ) ( ) ( ) ( ) 22expexpexpexp vuBvuA
Q
vuv

Q
uu

Q
F

+=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ , 

адкуль і з (25) атрымаем 

( ) 2exp vuB
Q
v
=

∂
∂ .     (26) 

Мяркуем 

v
1

−=ω , 

маем 

Q
v

Q
v

v
Q
v

Q ∂
∂

=
∂
∂∂

∂

=
∂
∂ ωω 2

2 , . 

З (26) атрымаем 

( )uB
Q

exp=
∂
∂ω .     (27) 

Згодна з азначэннем 

( ) ∑
∞

=
==

0 !
exp

k

k

k
uuf , 

адкуль 
( ) ( )( )...exp1expexp 2 +∆+∆=−∆=∆ uuuuuf  

( ) ( )( )MuMuu −′=∆ . 
З апошняй роўнасці маем: калі u − манагенная ў сэнсе У.С. Фёдарава 

функцыя па Q , тады uexp − таксама манагенная функцыя па Q  у абсягу D , 
прычым 

( )
Q
uu

Q
u

∂
∂

=
∂

∂ expexp . 

Такім чынам, uBexp  ёсць функцыя, манагенная ў сэнсе У.С. Фёдарава па 
функцыі Q  у абсягу D . 

З (27) атрымаем 

( ) 0exp
0

=













−

∂
∂

∫
M

M
dQuB

Q
ω , 
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г.зн. 

( ) [ ]ΡΦ=− ∫
M

M
dQuB

0

expω , 

дзе [ ]ΡΦ  − манагенная па Ρ  у абсягу D  функцыя. 
Такім чынам, 

( ) vuF ⋅= exp , 
дзе 

∫=
M

M
AdQu

0

, 
ω
1

−=v , 

( ) ( )ΡΦ+= ∫ dQuB
M

M 0

expω  

[ ]ΡΦ  − манагенная ў абсягу D  па функцыі Ρ  функцыя. 
Заўвага. Няхай у раўнанні (24) A  і B − некаторыя канстанты. Тады мяркуем 

( ) vuFAQu =−⋅= exp, . 
Раўнанне (24) прыме выгляд 

( ) 2exp vAQB
Q
v
=

∂
∂ .     (28) 

Мяркуем 
v
1

−=ω , тады 

Q
v

Q
v

v
Q

Q ∂
∂

=
∂
∂∂

∂

=
∂
∂ ω

ω
ω 2

2 , . 

З (28) маем 

( )AQB
Q

exp=
∂
∂ω , 

адкуль 

( ) [ ]ΡΦ+= AQ
A
B expω . 

Заключэнне. Такім чынам, дадзеным артыкуле знойдзены неабходныя і 
дастатковыя ўмовы, пры якіх сістэма дыферэнцыялных раўнанняў у частковых 
вытворных  










+++++
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+++++
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

,

,

2
2

2
2

22243

1
2

1
2

11121

uvCvEuFvNuM
y
vB

x
vB

y
u

uvCvEuFvNuM
y
vB

x
vB

x
u

 

дзе ),(,,,,, vuCEFNMB iiiiik − вядомыя (шуканыя) камплексныя функцыі ад x , y  
класа ( ) ( )( )DCDC 21  ( )2,1;4,...1 == ik , рэдуцыруецца да кананічнага выгляду.  
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Пры дапамозе бікамплексных функцый, манагенных у сэнсе  
У.С. Фёдарава, у пэўным выпадку пабудавана агульнае рашэнне кананічнай 
сістэмы (сістэмы дыферэнцыяльных раўнанняў у фармальных вытворных). 
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Шылінец У.А., Сушчынская А.С., Паляк Г.Л. Аб пераўтварэнні да 

кананічнага выгляду сістэмы раўнанняў у частковых вытворных пры 
дапамозе бікамплексных дыферэнцыяльных аператараў 
// Весці БДПУ. Серия 3. 2014. №4. С.28–33. 

У артыкуле знойдзены неабходныя і дастатковыя ўмовы, пры якіх сістэма 
дыферэнцыялных раўнанняў у частковых вытворных  
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дзе ),(,,,,, vuCEFNMB iiiiik − вядомыя (шуканыя) камплексныя функцыі ад x , y  
класа ( ) ( )( )DCDC 21  ( )2,1;4,...1 == ik , рэдуцыруецца да кананічнага выгляду. Пры 
дапамозе бікамплексных функцый, манагенных у сэнсе У.С. Фёдарава, у пэўным 
выпадку пабудавана агульнае рашэнне кананічнай сістэмы (сістэмы 
дыферэнцыяльных раўнанняў у фармальных вытворных). 
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