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ТМ-ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ И КЛАССИФИКАЦИЯ 
НЕКОМПАКТНЫХ ИНВАРИАНТНЫХ МНОЖЕСТВ 

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Одной из задач теории динамических систем является задача класси-
фикации их инвариантных множеств. Эта классификация основывается на 
том или ином понятии эквивалентности инвариантных множеств. Одним 
из возможных подходов является подход, основанный на понятии тополо-
гической эквивалентности. Этими вопросами занимались многие авторы 
(см., например, [1 — 6]), причем некоторые из них пользовались при этом 
различными вариантами понятия топологической эквивалентности инвари-
антных множеств [1 — 3]. В работах [1 ,2 ] топологически различные клас-
сы инвариантных множеств вводили, следуя В. В. Немыцкому [5], по 
свойствам предельных множеств соответствующих траекторий. 

По некоторым соображениям более естественным является определение 
топологической эквивалентности, данное Л. Э. Рейзинем [3], но поскольку 
необходимые для классификации свойства предельных множеств не явля-
ются инвариантами таких преобразований, то для классификации приш-
лось бы привлекать дополнительные свойства траекторий, и поэтому при-
нятый в данной статье подход близок к [1, 2]. Классификация, связанная 
с определением Л. Э. Рейзиня, представляет собой отдельную задачу. 

Отметим, однако, что и при определении работ [ 1 , 2 ] , и при опреде-
лении работы [3] неразличимыми, вообще говоря, в случае некомпактных 
инвариантных множеств будут такие грубые свойства, как устойчивость 
и неустойчивость (по Ляпунову). Поэтому для различения устойчивых и 
неустойчивых инвариантных множеств на соответствующий гомеоморфизм 
приходится налагать некоторые дополнительные ограничения. Эти огра-
ничения связаны с метрическими свойствами пространства, в котором 
определена динамическая система. Поэтому соответствующее отношение 
эквивалентности будем называть ГМ-эквивалентностью. 

§ 1. О С Н О В Н Ы Е О П Р Е Д Е Л Е Н И Я И В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е У Т В Е Р Ж Д Е Н И Я 

Пусть MF — произвольное метрическое пространство, F — динамическая 
система на нем; f ( p , t), f ( p ) , f+(p), f~{p)— движение, траектория, поло-
жительная полутраектория и отрицательная полутраектория этой системы, 
порожденные точкой р£Мр. Через Sf будем обозначать замкнутое инва-
риантное множество системы F. Определение всех этих понятий можно 
найти в [7]. 

Наряду с системой F будем рассматривать динамическую систему G, 
определенную на метрическом пространстве М а . Символы g(p, t), g(p), 
g+(p) 51 g~{p) имеют для системы G тот же смысл, что и символы / (р, t), 
f(p). Г(р), Г(р) Для системы F. 

3 Дифференциальные уравнения № 2 
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234 И. Г. П Е Т Р О В С К А Я 

Обозначим U(Sf) окрестность множества Sf (открытое подмножество 
пространства MF, содержащее множество Sf), Ue(Sf) — множество {p£MF/ 
р (р, S f ) с е}, Ut(Sf) — замыкание множества (в пространстве MF), Tt(Sf) = 
= {p£MF/p(p, S f ) — e}. 

О п р е д е л е н и е 1. Допустимой окрестностью (D-окрестностью) инва-
риантного множества Sf называется окрестность U (Sf) такая, что суще-
ствует е > 0, для которого U& (Sf) cz U (Sf). 

Лемма 1. Пусть Sf — компактное в MF инвариантное множество. 
Тогда любая его окрестность U (Sf) является D-окрестностью. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим от противного, что некоторая ок-
рестность U (Sf) не является D-окрестностью. Тогда для произвольной 
последовательности (е„) | +0 можно указать последовательность точек 
рп£МР такую, что (ул £ N) [рп £ U^ (Sf) ^ рп $ U (Sf)]. Очевидно, что по-
следовательность (рп) обладает свойством: существует равный нулю 
lim р(рп, S f ) и в СИЛУ компактности Sf существует точка q£Sf, явля-
П-*- оо 

ющаяся предельной точкой множества {рп}. Действительно, для каждого 
можно указать точку qn£Sf такую, что р ( р п , qn)<2en. Поскольку 

Sf — компакт, то из последовательности (qn) можно выделить сходящуюся 
подпоследовательность (qnk), и пусть q — lim qnr Тогда, очевидно, q = оо 
= lim pnk, т. e. q — предельная точка {рп}. Так как Sfc=U(Sf), то 

оо 

q £ U (Sf); но U (Sf) — открытое множество, и поэтому q — его внутренняя 
точка, чего быть не может, ибо в любой окрестности точки q находятся 
точки множества {рп}, каждая из которых не принадлежит U (Sf). Полу-
ченное противоречие и доказывает требуемое утверждение. 

С л е д с т в и е . Пусть замкнутое инвариантное множество Sf обладает 
окрестностью V*(Sf) такой, что ее замыкание U*(Sf) ~ компакт. Тогда 
любая окрестность U (Sf) является D-окрестностью. 

О п р е д е л е н и е 2. Гомеоморфизм с р : ^ ( S J - ^ M ! некоторой D-окрест-
ности U (5) множества S с: MF в метрическое пространство My называется 
S-гомеоморфизмом, если существуют е * > 0 и б * > 0 такие, что для всех 
0 < е ^ е * и 0 < 6 ^ б* множества ф(UE(S)) и ф - 1 (£У6(ф(S))) являются D-
окрестностями множеств ф (S) и S соответственно. 

Можно показать, что это определение эквивалентно следующему: 
О п р е д е л е н и е 2*. Гомеоморфизм ф :U (S)-> My некоторой окрест-

ности U (S) множества S cz MF в метрическое пространство My называется 
S-гомеоморфизмом, если выполняются следующие два условия: 

1. Dq, = U (5) — D-окрестность множества 5. 
2. Каковы бы ни были Uy(S) cz U (S) и £/2(9(S))c=9(t/(S)), — D-окрест-

ности множеств S и ф(5) соответственно, множества ф(і/4(5)) и 
Ф -1 (U2 (ф (S))) являются D-окрестностями множеств ф (S) и S соответственно. 

Л е м м а 2. Пусть S cz MF —компакт. Тогда любой гомеоморфизм 
ф-.t/ (S)->- My является S-гомеоморфизмом. 

Справедливость этой леммы следует из утверждения леммы 1 и того, 
что гомеоморфный образ компакта — компакт. 

С л е д с т в и е . Пусть замкнутое в MF множество S обладает е0-ок-
рестностью UEo (S) такой, что ее замыкание UEo(S) — компакт. Тогда 
любой гомеоморфизм ф : £ / е ( S ) M y , 0 < s < ! e 0 , является S-гомеоморфиз-
мом. 

О п р е д е л е н и е 3. Инвариантные множества S f и Sg динамических 
систем F и G соответственно называются ТТИ-эквивалентными, если су-
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ГМ-ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 235 

ществует Sy-гомеоморфизм ф : U (Sf)-^Ma (U (Sf)—D-окрестность множест-
ва Sf) такой, что: 

1. 5г = Ф ( 5 / ) . 
2. (У € (U (Sf) \ Sf)) [Ф (/ (р) П U [Sf)) = g (Ф (р)) Л Ф (U (Sf))]. 
Инвариантные множества Sf и Sg, не являющиеся ТМ-эквивалент-

ными, будем называть ТМ-различными. 
Следствия лемм 1 и 2 показывают, что в случае замкнутого множест-

ва S f , обладающего окрестностью Ue(Sf), замыкание которой — компакт, 
условие S^-гомеоморфности гомеоморфизма ф является тривиально выпол-
нимым и приведенное здесь определение 77И-эквивалентности совпадает с 

У 5 У F 

О О 
X X 

используемым в [1, 2] определением топологической эквивалентности ин-
вариантных множеств. 

Покажем на примере, что условие Sy-гомеоморфности ф является су-
щественным для различения, в частности, устойчивых и неустойчивых 
по Ляпунову инвариантных множеств (определение устойчивых и неустой-
чивых по Ляпунову инвариантных множеств можно найти в [2, 7]). 

П р и м е р . Пусть MF = Ма = R2, траекториями системы F являются 
прямые у = с, а системы G—параболы у = с( 1 + х2) (см. рисунок); мно-
жества Sf и Sg совпадают с осью ох. 

Легко видеть, что Sf и Sg будут топологически эквивалентными в 
смысле определений [1 — 3] (соответствующий гомеоморфизм 
производит сжатие к оси ох на каждой из прямых х = х0), хотя Sf — 
устойчивое, з Sg — неустойчивое по Ляпунову множества (ниже будет по-
казано, что эти множества будут ТТИ-различными). 

Т е о р е м а 1. Устойчивое Sf и неустойчивое Sg по Ляпунову инва-
риантные множества систем F и G соответственно являются ТМ-раз-
личными. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим от противного, что Sf и Sg ТМ-
эквивалентны и ф — соответствующий Sf-гомеоморфизм. Пусть U (Sf)— 
его область определения. Выберем е > 0 так, чтобы UE(Sg) cz q>(U(Sf)). 
В силу неустойчивости множества Sg для любого б > 0 найдется точка 

Ut>{Sg) такая, что g(p) |~| re(Sg)=^= 0. Пусть ё і > 0 таково, что UEl(Sf)cz 
cz (p~l(UE(Sg)). Поскольку множество Sf устойчиво, то по заданному е 4 > 0 
можно указать St > 0 такое, что для любой точки q £ t/g, ( S f ) имеем f(q) |~| 
П Ге, (5,) = 0. Если взять б > 0 так, чтобы ф_1 (U6(Sg)) cz U6l (Sf), то 
можно указать точку p£U(,{Sg) такую, что g(p) f] Te(Sg)=/= 0. Но тогда 
тем более / (ф -1 (р)) П ГЕі (Sy) Ф 0, что противоречит устойчивости мно-
жества Sf. 

Эта теорема показывает, что классификация инвариантных множеств, 
основанная на понятии ГМ-эквивалентности (ГМ-классификация), должна 
быть различной для устойчивых и неустойчивых множеств. 

3* 
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Приведем еще некоторые необходимые определения и утверждения. 
О п р е д е л е н и е 4. Последовательность (p n ) (V"€N) называ-

ется конфинальной (ср. [8, с. 107]) множеству S cz MF, если существует 
равный нулю lim р(рп, S). 

П-* оо 
Если же ни одна подпоследовательность' последовательности (рп) (уге £ 

€ N) [рп 6 M-f] не является конфинальной множеству S cz MF, то последо-
вательность (р п ) называется строго неконфинальной множеству S. 

Т е о р е м а 2. Если существует точка p£MF\Sf такая, что из 
множества f(p) можно выделить последовательность, конфинальную мно-
жеству S f , то Sf — неустойчивое множество. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, по последовательности (рп) можно 
указать последовательность (tn) такую, что рп = f(tn, р), причем |/n |-»--foo 
при я-»- - | -оо; в противном случае траектория, начавшаяся вне инвари-
антного множества S f , достигала бы его за конечное время. Так как (рп) 
конфинальна S f , то для любого б > 0 можно указать N £ N такое, что 
для всех п> N pn£U6{Sf). Выберем г = р(р, Sf). Тогда f (рп) f] TR(Sf)^ 
Ф0, хотя р (рп, Sf)<C. б, что и доказывает в силу произвольности б > 0 
неустойчивость множества Sf. 

С л е д с т в и е . Пусть Sf — устойчивое инвариантное множество сис-
темы F. Тогда ( у p £ ( M F \ S f ) ) [ f ( p j fl S~f = 0]. 

Для множества Sf мыслимы следующие три возможности: 
1) Множество Sf обладает окрестностью UR(Sf), замыкание Ue(Sf) 

которой компактно в Mf-
к 2) Само множество Sf компактно в Мр, однако для любого s > 0 

множество Ut(Sf) некомпактно в Mf-
3) Множестно Sf некомпактно в Mf. 
Т е о р е м а 3. Инвариантные замкнутые множества типа 1) — 3)ТМ-

различны между собой. Иными словами, если инвариантное замкнутое 
множество Sf системы F ТМ-эквивалентно замкнутому инвариантному 
множеству Sg системы G, то Sg относится к тому же типу 1) — 3), 
что и Sf. 

Доказательство этого утверждения вытекает из свойств гомеоморфных 
отображений. 

Л е м м а 3. Пусть последовательность (р п ) ( y n £ N ) 
является конфинальной множеству Sf, а <р — S ггомеоморфизм. Тогда по-
следовательность точек (ф (рп)) конфинальна множеству ф ( S f ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем произвольную последовательность 
(е„) | 0. Поскольку ф является Srгомеоморфизмом, то для каждого 

N можно указать е* > 0 такое, что U * (Sf) cz ф - 1 (Uh (ф(5/))). Так как еп 
последовательность (р п ) конфинальна S f , то множеству U * (Sf) принадле-

п 
жат все точки этой последовательности, за исключением, быть может, 
конечного их числа, т. е. lim р(ф(рп) , ф(5^)) = 0, что и требовалось 

П-*оо 

доказать. 
Л е м м а 4. Пусть последовательность ( р п ) ( y n £ N ) [рп £ { M f \ Sf)] 

является строго неконфинальной множеству Sf, а ф — Sf-гомеоморфизм. 
Тогда последовательность ( ф ( / ? „ ) ) строго неконфинальна множеству q(S f). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим от противного, что (ф(рп)) не 
является строго неконфинальной множеству ф (Sf). Это означает, что не-
которая ее подпоследовательность (ф (pnh)) является конфинальной множе-
ству ф ( S f ) . Применяя предыдущую лемму к последовательности q„k, Цпк — 
— <р(рп ), множеству 5г = ф(5у) и Sg-гомеоморфизму ф - 1 , видим, что по-
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С л е д с т в и е т е о р е м ы 6. Правильные и неправильные множества 
ТМ-различны. 

Поскольку полное описание всех возникающих при такой классифика-
ции различных типов инвариантных множеств становится громоздким, то 
в качестве примера рассмотрим классификацию правильных регулярных 
множеств. Очевидно, логически возможно существование следующих Т М -
различных классов. 

1. Эллиптические множества: существует такая D-оарестность множе-
ства Sf, что все ее точки — £-точки множества Sf. 

2. Параболические множества: существует такая D-окрестность мно-
жества Sf, что все ее точки — Р-точки множества Sf. 

3. Гиперболические множества: существует такая D-окрестность мно-
жества Sf, что все ее точки — Я - т о ч к и множества Sf. 

4. Эллиптико-параболические множества: в любой D-окрестности мно-
жества Sf имеются £-точки и Р-точки , но существует D-окрестность мно-
жества S f , не содержащая Я-точек этого множества. 

5. Эллиптико-гиперболические множества: в любой D-окрестности мно-
жества Sf имеются £-точки и Я - т о ч к и , но существует D-окрестность мно-
жества S f , не содержащая Р-точек этого множества. 

6. Гиперболо-параболические множества: в любой D-окрестности мно-
жества Sf имеются Я - т о ч к и и Р-точки , но существует D-окрестность 
множества Sf, не содержащая £-точек этого множества. 

7. Эллиптико-гиперболо-параболические множества: в любой D-окрест-
ности множества S f имеются £-точки, Я - т о ч к и и Р -точки этого множества. 

Если учесть теперь теорему 3, то получаем 21 тип ТМ-различных 
правильных регулярных инвариантных множеств. 

Отметим, что некоторые из выделенных типов множеств м о г у т быть 
пустыми (например, тип гиперболических множеств Sf, обладающих ок-
рестностью Uz(Sf), такой, что Ut(Sf) — к о м п а к т [9]), но, как указыва-
лось ранее, настоящая статья не ставит своей целью исследование вопро-
сов непустоты выделенных классов. 
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