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В работе рассматривается задача Коши для линейной стохастической дифференциальной системы 
уравнений в алгебре обобщенных случайных процессов. Исследуются существования и единственности 
решений интегральных уравнений, которые являются ассоциированными решениями исходной задачи 
Коши в алгебре обобщенных случайных процессов. Доказывается теорема о представлении ассоцииро-
ванных решений через ассоциированные фундаментальные матрицы.
Ключевые слова: линейная стохастическая дифференциальная система, алгебра обобщенных случайных 
процессов, ассоциированные решения, ассоциированные фундаментальные матрицы.

Cauchy problem for linear differential equations in algebra of generalized random processes is considered in the 
paper. Problems of existence and uniqueness of the solutions of the integral equations that are associated 
solutions corresponding to the initial problem of the equation in algebra of generalized random processes 
are investigated. Theorem about representation of associated solutions by associated fundamental matrices 
is proved.
Keywords: linear stochastic differential system, algebra of generalized random processes, associated solutions, 
associated fundamental matrices.

Введение. Рассмотрим задачу Коши 
для линейной системы стохастиче-

ских дифференциальных уравнений:
′ ′ ′ω = ω + ω

 ω = 0

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ),
(0, ) ,

X t L t X t g t W t
X X 	

(1)

где ∈ = ω∈ Ω[0, ],t T b ,

0 0( , ) ( ( , )) , ( ) , 1,

( , ) ( ( , )) ,

i m
i

m

T T

T
i

X t X t X X i m

W t W t

ω = ω = ∈ =

ω = ω′ ∈′ 



где
( , ) 0, 1, 1iW t i mω = = −′  и ( , ) ( , ),mW t w tω = ω′ ′

( ) ( ( )),ijL t L t′ ′=

где ( ) 1ijL t′ = , при 1i j= − , и ( ) 0ijL t′ = , 

при 1i j≠ − , если 1, 1, 1,i m j m= − =  
и ( ) ( )mj jL t a t= ′−′ , где : , 1,ja T j m→ =  – 
непрерывные справа функции ограничен-
ной вариации, ω( , )w t  – винеровский про-
цесс, а ′=′( ), 1, , ( , )ja t j m w t s  – их обобщен-
ные производные, ∈ 2( ) ( )g t L T .

Данная задача является некорректной 
в рамках классической теории дифферен-
циальных уравнений, поскольку в уравне-
ниях могут присутствовать произведения 
обобщенных функций.

Линейные стохастические дифферен-
циальные уравнения рассматривались 
рядом авторов [1; 2]. Системы стохасти-
ческих дифференциальных уравнений 
вида (1) могут использоваться в качестве 
моделей, описывающих динамику финан-
совых данных [3].

В настоящей работе задача Коши (1) 
исследуется в алгебре обобщенных слу-
чайных процессов [4].

Напомним некоторые понятия алгебры 
обобщенных случайных процессов из ра-
боты [5].

Пусть Ω( , , )P  – полное вероятностное 
пространство, [0, ] , { }t t TT b ∈= ⊂    – стан-
дартный поток σ -алгебр, ⊂a  .
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Рассмотрим множество последова-
тельностей функции

( , ) : ,nf t Tω × × Ω → 

таких, что ( , )nf t ω  – случайная величина на 
( , , )PΩ   для любого t T∈  и n ∈ .

Элементы ( )nF f=  и ( )nG g=  данного 
множества назовем эквивалентными, 
если существует такое 

0n , что
( , ) ( , )n nf t g tω = ω  

для любых t T∈ , почти всех ω ∈Ω  и 0n n∀ > .
Множество классов эквивалентных 

последовательностей такого вида обо­
значим ( , )Tζ Ω , если для любых 

, ( , ) ( )nn f t C T∞∈ ω ∈  для почти всех ω ∈Ω .
Несложно видеть, что ( , )Tζ Ω  является 

алгеброй с покоординатными операциями 
сложения и умножения. Далее, пусть

,
где  – расширенная вещественная пря-
мая. Через ( ( , ))Tζ Ω  обозначим алгебру 
обобщенных случайных процессов ( , )F t ω   
вида:

ω = ω ( , ) [( ( , ))],n nF t f t

где = ∈ [( )]nt t T , а ω ∈ ζ Ω[( ( , ))] ( , )nf t T .
Введем на  множество



+
→∞

= = ∈ = 

 \{ [( )] 0 | lim 0}n nn
h h hH

и для ∀ = [( )]nF f  из ζ Ω( , )T  положим по 
определению

ω = + ω − ω


 ( , ) [( ( , ) ( , ))],n n nhd F t f t h f t

где = ∈ ∈ + ∈     [( )] , ,t t T h t h TH .

Через ζ Ω ζ Ω( , ), ( , )n nT T  обозначим пря-

мое произведение алгебр ζ Ω( , )T  и ζ Ω( , )T  
соответственно.

Определение 1. Будем говорить, что 
обобщенный случайный процесс

ω = ω ∈ ζ Ω( , ) [( ( , ))] ( , )nF t f t T

ассоциирует классический случайный 
процесс, если для любых представителей 

∈( )nf F , последовательность ω( , )nf t  схо-
дится при → ∞n  к данному процессу по 
вероятности и в 1L  по ∈t T .

Далее будем полагать, что ||  ⋅  ||  – нор-
ма в , а интегралы и дифференциалы 
от  матричнозначных и векторнозначных 
функций берутся покоординатно.

Ассоциированные решения задачи 
Коши

Задаче Коши (1) поставим в соответ-

ствие задачу в алгебре ζ ω( , )m T
   

 

 ω = ω + ω


ω =

  



    





0[0, )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ),

| ( , ),
h h h

h

d X t d L t X t g t d W t

X X t
 

(2)

где
 

 
0 0 0

( , ) ( ( , )) ([( ( , ))]) ,

( , ) ( ( , )) ([( ( , ))]) , 1,

T T
n n

i T T
n n

i
i

i

X t X t X t

X t X t X t i m

ω = ω = ω

ω = ω = ω =





  ( , ) ( ( , )) (0, ,0, ( , ))

([(0)], ,[(0)],[( ( , ))]) ,

T T
i

T
n n

W t W t w t

w t

ω = ω = ω =

= ω

   



( ) [( ( ))],0 [(0)], [( )],n n ng t g t h h= = =  

( ) ( ( )),ijL t L t=  

где  = = ( ) [( )]ij nL t t t , при = − 1i j ,  
и  = =( ) 0 [(0)]ijL t , при ≠ − 1i j ,  
если

= − =1, 1, 1,i m j m  и  = − = − ( ) ( ) [( ( ))]j
mj j n nL t a t a t , 

где = 1,j m .
На уровне представителей задача 

Коши (2) примет вид

0
[0, )

( , ) ( , ) [ ( )
( )] ( , ) ( )[ ( , ) ( , )],

( , ) | ( , ),
n

n n n n n

n n n n n n

n h n

X t h X t L t h
L t X t g t W t h W t

X t X t

+ ω − ω = + −
− ω + + ω − ω

ω = ω





    	
где	

(3)

0
0

( , ) ( ( , )) ,

( , ) ( )) 1,,( ,

T
n n

i T
n n

iX t X t

X t X t i m

ω = ω

ω = ω =

( , ) ( ( , )) ,i T
n nW t W tω = ω

где ( , ) 0, 1, 1i
nW t i mω = = −   

и ( , ) ( , ),m
n nW t w tω = ω

где ( ) 1ij
nL t = , при i = j – 1, 

и , при i ≠ j – 1,
если 1, 1, 1,i m j m= − =  и ( ) ( )mj j

n nL t a t= − ,
( ) ( * )( ), ( ) ( ) ( ( ) ),j

n j n n
j j

j ja t a t t n n t= ρ ρ = γ ρ γ

где ( )j nγ → ∞  при n → ∞ , 1,j m= ,
1

0

0, ( ), ( ) [0,1], ( ) 1.C supp s ds∞ρ ≥ ρ ∈ ρ ⊆ ρ =∫

Рэп
аз

iт
ор

ый 
БДПУ



Матэматыка 25

Теорема 1. Решение задачи (2) в пря-

мом произведении алгебр ζ ω( , )m T  суще-
ствует и единственное тогда и только тог-
да, когда для любых представителей

 
0( ),( ),( ),( ),( )n n n n nh L X g W

и для = …0,1,l  при → +0s  и почти всех 
ω∈ Ω  выполняются следующие условия:

0 0

0

( , ) ( , )

[ ( ) ( )] ( , )

( )[ ( , ) ( , )] 0.

||

[ ]

[ ]||

l l

n n nl l

l

n n n nl

l

n n n nl

d dX h s X s
dt dt
d L h s L s X s
dt
d g s W h s W s
dt

− ω − ω −

− + − ω −

− + ω − ω →

Доказательство теоремы 1 прово­
дится аналогично доказательству теоре-
мы 3.1 в работе [6].

Пусть t  – произвольная фиксирован-
ная точка из отрезка T . Тогда t  можно 
представить в виде = τ +t t nt m h , где

τ ∈ ∈[0, ),t n th m . 
Обозначим −= τ + = …, 1, , 1k t n tt kh k m .
Решение системы  можно записать 

в виде

1

1
0

1

0
1

( , ) ( , )

[ ( ) ( )] ( , )

( )[ ( ) ( , )], .

t

t

n n t

m

n k n k n k
k

m

n k n k n k
k

X t X

L t L t X t

g t W t W t

+
=

−

−

+
=

ω = τ ω +

+ − ω

− ωω

+

+

∑

∑
   

   (4)

Определение 2. Ассоциированным ре-
шением задачи (2) в прямом произведении 
алгебр обобщенных случайных процессов 

ζ ω( , )m T  будет предел выражения (4) при 
→ ∞ →, 0nn h , в 1( )L T , по вероятности.

Рассмотрим систему интегральных 
уравнений

0
0 0

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ),

, ,

t t
pX t X dL s X s g s dW s

t T

ω = + ω + ω

∈ ω ∈Ω

∫ ∫

где
 µ ≤

= + ∆ µ ∈ =∑( ) ( ) ( ), , 1,2 ,
l

p c p m
l

t
L t L t L t T p

   

(5)

( )cL t  – непрерывная часть функции ( )L t , 
 – точки разрыва ( )L t .

∆ = ∆ =( ) ( ( )), 1,2 ,p p m
ijL t L t p

где ∆ =( ) 0p
ijL t , при = − =1, 1, 1,i m j m . 

Если
 

= ο
γ

1 ( )
( )m

nh
n

, то

Если = ο( )
( )

, то
	

Если же ∆ µ =( ) 0m la , то
	

 = − =∆ = =
−∆ µ = =

0, 1, 1, 1, ,
( ) 1,2 .

( ), , 1, ,
p m
ij

j l

i m j m
L t p

a i m j m

В уравнении (5) первый интеграл пони-
мается как неклассический интеграл Ри-
мана–Стилтьеса [7, с. 48], а второй как 
стохастический интеграл от неслучайной 
функции [8, с. 51].

Теорема 2. Пусть : , 1,ia T i m→ =   – 
непрерывные справа функции ограничен-
ной вариации, ∈ 2( ) ( )g t L T .

Тогда решение уравнения (5), ∀ = 1,2mp  
существует и единственно в пространстве 
непрерывных справа и имеющих предел 
слева случайных процессов с нормой

ω = ω
1

2 2

[0, ]
( , ) sup .( , )( )X

T
X t E X t‖ ‖ ‖ ‖

Доказательство теоремы проводится 
с помощью теоремы Банаха о неподвиж-
ной точке [9, с. 60].
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Теорема 3. Пусть : , 1,ia T i m→ =  – не-
прерывные справа функции ограниченной 
вариации, ∈ 2( ) ( )g t L T , ω( , )nX t  – решение 
задачи Коши (3) и

Тогда при → ∞ →, 0nn h  так, что

 
= ο

γ
1 ( )
( ) n

i

h
n

 

или 

= ο( )
( )  

для всех = 1,i m

где ω( , )X t  – решение системы (5).
Доказательство проводится анало-

гично доказательству теоремы 1 из рабо-
ты [10].

Представление решений
Рассмотрим задачу Коши для однород-

ного дифференциального уравнения, со-
ответствующего исследуемой задаче (1):

	

′ ′=
 = 0

( ) ( ) ( ),
(0) ,

X t L t X t
X X 	

(6)

где ∈ = [0, ]t T b ,

0 0

( ) ( ( )) ,

( ) , 1,
i

i

T

T m

X t X t

X X i m

=

= ∈ =

′ = ′( ) ( ( )),ijL t L t

где ′ =( ) 1ijL t , при = − 1i j , 
и ′ =( ) 0ijL t , при ≠ − 1i j , 
если = − =1, 1, 1,i m j m  и = −′ ′( ) ( )mj jL t a t , 

где : , 1,ja T j m→ =  – непрерывные спра-
ва функции ограниченной вариации, 

′ =( ), 1,ja t j m  – их обобщенные производ­
ные.

Уравнения вида (6) исследовались 
в работах [11; 12].

Пусть ( , )iB t s  – ассоциированные фун-
даментальные матрицы системы (6), 

= 1,2mi  [13].

Теорема 4. Ассоциированные реше-
ния задачи Коши (2) представимы в виде:

0
0

( , ) ( ,0) ( , ) ( ) ( , ),

, 1,2 ,

t

m

p p pX t B t X B t s g s dW s

t T p

ω = + ω

∈ =

∫

для почти всех ω∈ Ω , где =( , ), 1,2p mB t s p  – 
ассоциированные фундаментальные мат­
рицы соответствующей однородной сис­
темы (6), ∈ 2( ) ( )g t L T .

Доказательство. Из теоремы 3 следу-
ет, что ассоциированными решениями за-
дачи Коши (2) являются решения соответ-
ствующих интегральных уравнений (5).

Подставим предполагаемое решение 
в соответствующее интегральное уравне-
ние:

0

0

0 0

( ,0) (0, ) ( , ) ( ) ( , )

(0, ) ( )[ ( ,0) (0, )

( , ) ( ) ( , )] ( ) ( , ),

i

t
i i i

t
i i i

s t
i

B t X B t s g s dW s

X dL s B s X

B s r g r dW r g s dW s

ω + ω =

= ω + ω +

+ ω + ω

∫

∫

∫ ∫
где ( )pL t  определяется так же, как в урав-
нении (5), а интеграл по ( )pL t  понимается 
как неклассический интеграл Римана–
Стилтьеса, а интеграл по ω( , )W s  как сто-
хастический интеграл от неслучайной 
функции.

Поскольку 0( ,0)pB t X  является ассоцииро­
ванным решением однородного диффе-
ренциального уравнения (6) [13, теорема 4], 
то

0

( ,0) (0, )

(0, ) ( ) ( ,0) (0, ).

i i

t
i i i i

B t X

X dL s B s X

ω =

= ω + ω∫
Отсюда получим:

B t s g s dW s

dL s B s r g r dW r

g

i
t

t
i i

s

t

0

0 0

0

∫

∫ ∫

=

= +

+

( , ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , )

ω

ω

∫∫ ( ) ( , ).s dW s ω

Распишем фундаментальную матрицу по 
определению:

= + ∫( , ) ( ) ( , ).
t

i i i

r

B t r E dL s B s r
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Подставляя определение в правую 
часть, получим:

0

0 0

0

[ ( ) ( , )] ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( , ).

t t
i i

s

t s
i i

t

E dL r B r s g s dW s

dL s B s r g r dW r

g s dW s

+ ω =

= ω +

+ ω

∫ ∫

∫ ∫

∫
В итоге придем к следующему равен-

ству:

0

0 0

( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , ).

t t
i i

s

t s
i i

dL r B r s g s dW s

dL s B s r g r dW r

ω =

= ω

∫ ∫

∫ ∫
Положим, что

( , ),
( , ) .

0,

i
i B t s t s

B t s
t s

 >
= 

≤

1
0 0

( ) ( , ) ( ) ( , )
t s

i iW dL s B s r g r dW r= ω∫ ∫

2
0 0

( ) ( , ) ( ) ( , )
t t

i iW dL r B r s g s dW s= ω∫ ∫
Оба интеграла представляют собой 

случайные величины из пространства, 
получающегося замыканием в средне-
квадратичном всевозможных линейных 
комбинаций:

( ).k k k
k

c W s∆∑

Таким образом, если мы покажем, что 
разность 1 2W W−  ортогональна всем ве-
личинам вида 

1( )W t∆ , 1 2( , )t t∆ = , 1 20 t t b≤ < ≤ , 
то есть

1 1 2 1[ ( )] [ ( )],E W W t E W W t∆ = ∆

то тем самым будет доказано, что 
1 2W W=  [14, с. 58].
В итоге, мы имеем

2

1

1 1

1
0 0

0

[ ( )]

( ) [ ( , ) ( ) ( , ) ( )]

( )[ ( , ) ( ) ],

t s
i i

tt
i i

t

E W W t

dL s E B s r g r dW r W t

dL s B s r g r dr

∆ =

= ω ∆ =

=

∫ ∫

∫ ∫
2

1

2 1
0

[ ( )] ( ) ( , ) ( ) .
t t

i i

t

E W W t dL r B r s g s ds∆ = ∫ ∫
Для интеграла Римана–Стилтьеса:

2

10

1
0 0

( )[ ( , ) ( ) ]

( ) [ ( , ) ( ) ( , ) ( )].

tt
i i

t

t s
i i

dL s B s r g r dr

dL s E B s r g r dW r W t

=

= ω ∆

∫ ∫

∫ ∫
Отсюда следует, что исходная форму-

ла представления решения справедлива.
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