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Рассматривается обобщенное однородное дробно-дифференциальное уравнение эйлерова типа в пря-
мых суммах весовых пространств аналитических функций. С использованием свойств операторов взве-
шенного дробного интегрирования получены условия разрешимости и явное решение рассматриваемого 
уравнения.
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Generalized homogeneous fractional differential equation of Euler type is considered in direct sums of weighted 
spaces of analytical functions. With the help of properties of weighted fractional integration operator solvability 
conditions and explicit solution to the considered equation are obtained.
Keywords: fractional differential equation, fractional integral and Riemann−Liouville derivatives, weighted frac-
tional integration operator.

Введение. В [1] были изучены обоб-
щенные уравнения типа Эйлера 

в специально построенном банаховом 
пространстве функций, представимых на 
(0,1) в виде суммы степенного ряда с сум-
мируемыми коэффициентами. В предла-
гаемой ниже работе указанные уравнения 
рассматриваются в прямых суммах неко-
торых весовых банаховых пространств, 
что при определенных условиях позволя-
ет получить решения, имеющие степен-
ные и логарифмические особенности.

1. Весовые пространства анали-
тических функций. Пусть X1, X2 – неко-
торые банаховы пространства функций, 

=1 2X X 0, = ⊕ 21X X X  – их прямая сумма. 
Тогда любая функция ∈f X  единственным 

образом представляется в виде = + 21 ,f f f  

где ∈ ∈
1 1 2 2
f X , f X .   Прост ранство X бана-

хово с нормой 
= +

1 2
1 2X X X

.f f f

Введем следующие весовые простран-
ства аналитических функций.

Определение 1. Через PSp обозначим 
пространство функций, представимых 
в виде суммы степенного ряда: 

PSp

n
n

n p
n

f c x x c l p

=

= = ∈ { } ∈ ≤ ≤ +∞∑{ }=

∞
( ) , ( , ), , .x 0 1 1
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Это  пространство банахово с нормой

f c c p

f c c p

p
n lp

n
p

n

p

n l n
n

PS

PS

= { } = ∑{ } ≤ < +∞

= { } = = +∞
=

∞

∞ ∞

0

1

1, ,

sup , .

Определение 2. Через  { }PS µ νln
p

x x

обозначим весовое пространство функ-
ций вида: 
PS PSp px x f x x f fµ ν µ νln ( ) ln ( ), ( ) .{ } = = ∈{ }x x x 

Это пространство является банаховым 

относительно нормы { }PS PS
µ ν = 

ln
.

p p
x x

f f
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Матэматыка 17

В этих пространствах, а также в их пря-
мых суммах ниже будут рассмотрены 
обобщенные дробнодифференциальные 
уравнения типа Эйлера.

2. Операторы взвешенного дроб-
ного интегрирования в PSp{xm} 

Определение 3.  Оператором взвешен-
ного дробного интегрирования порядка  
α  назовем оператор:

Теорема 1. Оператор α
+

K  ограничен  

в { }PS µ µ > − ≤ ≤ +∞, 1, 1 ,
p

x p  при этом 

.
Доказательство. 

1) 

Почленное интегрирование степенно-
го ряда возможно в силу его равномерной 
сходимости в интервале (0,1).

2) Имеем: 

, 
следовательно, для 1 ≤ p < +∞:  

Для p = +∞:

3) Пусть ϕ µ=ö ,x  следовательно 

поэтому

 

Следствие 1. Оператор α
+

K  ограничен 

в PS ≤ ≤ +∞, 1
p

p  и при этом

Замечание 1. Через ( )PS µα
+

K ( )p x  

обозначим множество функций вида 

α
+

ϕK , где PS µϕ∈ ( ).p x( )PS µα
+

K ( )p x . Верно утвержде-

ние: ( )PS PSµ µα
+

≠K ( ) ( )pp x x .

Действительно, пусть ϕ 
∞ µ

=

 
  

∑
0

ö = ,n
n

n
c x x  

PS
∞ µ µ

=

 
  

∈∑ g
0

= ( )n
n p

n
f x x x  и α

+
ϕ =K .f  

Тогда 
∞ ∞µ µ

= =

Γ +µ + =∑ ∑Γ + µ + α +0 0

( 1) .( 1)
n nn

n
n n

c nx x x g xn
Отсюда

, 
и, вообще говоря, 

{ }∉ pn
c l .
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Теорема 2. Верно равенство: 

Доказательство. 1) Пусть 

 
Тогда

2) Пусть α > 0  – произвольное. Тогда 
[ ] { }ααα

+ + +
 
 
 

=D D D .f f

Доказательство проводится аналогично.

Следствие 2. Пусть PS µ∈ ( ).pf x  Рав-
носильны утверждения:

   

3. Операторы взвешенного дроб-
ного интегрирования в прямых сум-
мах весовых банаховых пространств 
аналитических функций

Рассмотрим Ψ( )x  – функцию Эйлера. 
Как известно [2, с.722],

 

где 

 
 –

постоянная Маскерони–Эйлера.
Положим 

α = Ψ + − Ψ + + αF ( ) ( 1) ( 1 )x x x , 

тогда

2 2
0 0

F '( )
1 1 0.

( 1) ( 1 )k k

x

k x k x

α
∞ ∞

= =
−

=

= >
+ + + + + α∑ ∑

Следовательно, αF ( )x  возрастает на 
+∞(0, ) . Далее имеем

 α = Ψ − Ψ + αF (0) (1) (1 ) .  

Пусть − ≤ ≤1n x n . Тогда:
( ) ( )

( 1) ( )
( 1) ( 1 ),

n n
x x
n n

Ψ − Ψ + α ≤
≤ Ψ + − Ψ + α ≤
≤ Ψ + − Ψ + + α

где 
−

=
Ψ + = Ψ + +∑

1

0

1( 1) (1) 1
n

k
n k

, 

1

0
.

( 1)
1(1 ) 1

n

k

n

k
−

=

Ψ + α + =

= Ψ + α + + α +∑ .

Используя формулу [3, с. 699]

  
получаем:

.
Пусть < α <0 1. Имеем 

. 
Следовательно,

Заметим, что при < α ≤0 1
2  

имеем
 

α α>∞F ( ) F (0)  и при α →1, наоборот, 

α α∞ <F ( ) F (0) .

Пусть { }α α ∞M=max F (0) ,F ( ) , тогда 

α ≤F ( ) Mx . Верна формула [4]:
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Теорема 3. Верно равенство:

 
µ µα α

+ +
   

=D I (x lnx) x lnx.

Доказательство. 1) Пусть < α <0 1. 
Тогда

 
Теорема 4. Верно равенство: 

{ }PS µα α
+ +

   
ϕ ≡ ϕ ∀ϕ∈D I , x ln x

p
.

Утверждение теоремы 4 вытекает из 
теоремы 3.

Пусть

.

Теорема 5. Верно равенство: 

Доказательство. Пусть ϕ∈X,  отсюда 

следует, что ϕ = ϕ + ϕ
1 2

,  

где { }PS µϕ ∈
1

,x
p

 { }PS µϕ ∈
2

.x lnx
p

 

Имеем
:

α α α α
+ + + +

         
ϕ = ϕ

1
D I D I α α

+ +
   

+ ϕ ≡
2

D I  

≡ ϕ + ϕ = ϕ
1 2

.

Теорема 6. Оператор α
+

K  ограниченно 

действует из { }PS µx n xl
p

 в X. При этом

 
{ }PSM µ

α
+

Γ µ +ϕ ≤ + ϕΓ µ + α + x xlnX

( 1)K ( 1) ( 1) p
.

Доказательство.

( )( )
µ

∞

=α
+ −αα

∑
ϕ = =∫ −Γ α

 
 
 0

1
0

ln
1K

( )( )

n
nx n

tc t tdt
x

x tx

( )∞

α=

Γ +µ += µ + =∑ Γ + µ + α +
n n+ xn0

( 1) F ( ) ln( 1)
n

n
n

c x

∞

α=

Γ +µ += µ +∑ Γ + µ + α +
n n+n0

( 1) F ( )( 1)
n

n
n

c x

∞

=

Γ +µ ++ = +∑ Γ + µ + α +
nx n 1 20

( 1)ln ,( 1)
n

n
n

c x f f

где { } { }PS PSµ µ∈ ∈
1 2

x , x n x .l
p p

ff  

Имеем:

{ } { }PSPS

M
µ

µ

Γ µ +≤ ϕΓ µ + α + x lnxx1
( 1) ,( 1) p

p

f

{ } { }PSPS
µ

µ

Γ µ +≤ ϕΓ µ + α + x lnxx2 lnx

( 1)
( 1) p

p

f .

Следовательно, 
( )

{ }PS
M +1

µ
α
+

Γ µ +ϕ ≤ ϕΓ µ + α + x xlnX

( 1)K .( 1) p
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Теорема 7. Оператор α
+

K  ограничен 

в X, при этом
( )M + 2α

+

Γ µ +ϕ ≤ ϕΓ µ + α + XX

( 1)K .( 1)

Доказательство. Пусть
ϕ = ϕ + ϕ

1 2
,
  

{ }PS µϕ ∈
1

,x
p   

{ }PS µϕ ∈
2

.x lnx
p  

α α α
+ + +ϕ = ϕ + ϕ

1 2
K K K , 

 

α
+ ϕ = +

2 2 3
K ,f f

 

{ }PS
2

x ,
p

f µ∈
  

{ }PS µ∈
3

x n x ,l
p

f

{ } { }PS PS

M
µ µ

Γ µ +≤ ϕΓ µ + α +x x lnx2 2
,

( 1)
( 1)p p

f

{ } { }PSPS µµ

Γ µ +≤ ϕΓ µ + α + x lnxx lnx3 2
.

( 1)
( 1) pp

f

Имеем:
( )

{ } { }PS PS

1 2 1 2 3 XX X

1 2 3 ln

K K

p p x

f f f

f f fµ µ

α α
+ +

ϕ = ϕ + ϕ = + + =

= + + ≤x x

{ } { } { }PS PS PSµ µ µ≤ + + ≤
x x x1 2 3 lnp p p x

f f f

{ }

{ }

{ }

PS

PS

PS

M
ln

ln

1

2

2

( 1)
( 1)

( 1)
( 1)

( 1) .( 1)

p

p

p

x

x

µ

µ

µ

≤
Γ µ + ϕ +Γ µ + α +

Γ µ ++ ϕ +Γ µ + α +
Γ µ ++ ϕΓ µ + α +

x

x

x

Имеем:

{ } { }

{ }

{ }

PS PS

PS

PS

µ µ

µ

µ











ϕ = ϕ + ϕ

ϕ ≤ ϕ

ϕ ≤ ϕ

x x

x

x

ln

ln

1 2X

1 X

2 X

,

,

.

p p

p

p

x

x

Следовательно,
( )M + 2α

+

Γ µ +ϕ ≤ ϕΓ µ + α + XX

( 1)K .( 1)

Замечание 2. Через ( )Xα
+

K  обозначим 

множество функций вида α
+

ϕK , где Xϕ∈ .  

Верно утверждение: ( )X X.α
+

≠K

Проверяется непосредственно тем же 
способом, что и замечание 1.

4. Дробно-дифференциальное 
уравнение типа Эйлера

Рассмотренные в [1] уравнения в силу 
постановки задачи допускали только ана-
литические решения. Между тем, при 
выпол нении некоторых условий можно 
получить решения, имеющие степенные 
и логарифмические особенности. Для вы-
яснения существа вопроса достаточно 
рассмотреть однородное дробнодиффе-
ренциальное уравнение с тремя производ
ными вида: 
x y x x y x

x y x

α α α α

α α

+
+
+ +

+
+

+

+ +

+ =

2 2 1 1

0

( )( ) ( )( )

( )( ) ,

D A D

DB  (1)

где A B< α < ∈0 1, ,   − постоянные коэф-
фициенты. Полагая Dα+

+u = 2 ,y  предста-
вим (1) в виде:

( ) ( )A K K+ +
1 2( )+ ( )+B ( )=0,u x u x u x

или в развернутой форме:
A −∫ ∫2

0 0

B( ) + ( ) + ( ) ( ) .
x x

u x u t dt x t u t dt
x x

 (2)

Будем искать решение (2) в простран-

стве { } { }PS PSµ µ= ⊕X x x lnx ,
p p

 

где µ > α −1.  
Положим:

∞ ∞
µ+ µ+

= =
= +∑ ∑

0 0
( ) ln .n n

n n
n n

u x c x d x x

Непосредственно вычисляются инте-
гралы:

µ+∞ ∞µ+

==
= ∑

µ+ +
∑∫

000

1 ,
1

nx
n n

n nn

c xc t dtx n

( )
( )F

00

10

1 ln

ln ,
1

( )

x
n

n
n

n
n

n

d t tdtx

d x x n
n

∞
µ+

=

µ+∞

=

=

= + µ+∑
µ+ +

∑∫

( )

( )( )

2
00

0

1

,
2 1

x
n

n
n

n
n

n

x t c t dt
x

c x
n n

∞
µ+

=

µ+∞

=

=

=

−

∑
µ+ + µ+ +

 ∑ ∫  
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где
F µ + = Ψ µ + + − Ψ µ + +

1
( ) ( 1) ( 2);n n n

 
F µ + = Ψ µ + + − Ψ µ + +

2
( ) ( 1) ( 3).n n n

 
Подставляя эти значения в (2), для ко-

эффициентов ,n nc d  получим уравнения:
A B

A A F1

1 1 1
lnln ( )1 1

n

n

c n n
xd x nn n

 
+  

 
  

+ +µ + + µ + +

+ + + µ + +µ + + µ + +

B

F2 ,

1 ln( 2)( 1)
1 ( ) 0( 2)( 1)

0,1,2.

nd xn n

nn n
n





+ 

+ +µ + + µ + +

µ + =µ + + µ + +
=

 
n = 0, 1, 2.

Здесь множители при ,n nc d  зависят 
от суммы µ + n  таким образом, что при 
уменьшении n увеличивается µ , и наобо-
рот. Конечное выражение для ( )u x  при 
этом не изменяется. Полагая минимально 
возможное значение n = 0,  отсюда полу-
чим:

c

d x

0

0

1
1 1 2

1
1 1 2

+
+

+
+ +








+

+ +
+

+
+ +









+

A B

A B

µ µ µ

µ µ µ

( )( )

( )( )
ln

++
+ + +









 =d0 2 12 1 1
0F B + F A( )

( )( )
( ) .µ

µ µ
µ
µ

    

(3)

Чтобы в (3) существовало решение 
≠ ≠0 0, 0,nc d  необходимо и достаточно 

выполнение равенств:
A B

B AF F+2 1

1 0, (4)1 ( 2)( 1)

( ) ( ) 0, (5)( 2)( 1) 1








+ + =µ + µ + µ +

µ µ =µ + µ + µ +
где

Отсюда находим 

A = 2 3, B = (− µ − µ + 22) . 
Подставляя это в (4), получим

A 
 
 
 

+µ + =
2

3 0,
2

откуда  
 

A+µ = − 3.
2  

При этом равенство (5) также верно.
При > 0n  имеем = = 0.n nc d
Уравнение (4) играет роль характери-

стического. Таким образом, если характе-
ристическое уравнение (4) имеет 1 корень 

кратности 2 и A+− > α −3 1,
2  

то уравне 
 
ние (2) имеет в X решение:

 
A+3 A+3− −= +2 2

0 0( ) ln ,u x c x d x x   
(6)

где 0 0,c d  – произвольные постоянные.
Если характеристическое уравнение 

(4) имеет 2 простых корня µ
1
 и µ

2
, то ра-

венство (5) не верно и =0 0.d  Тогда урав-
нение (2) имеет решение:

 
µ µ= +1 2

01 02( ) ,u x c x c x  (7)
где константы c01, c02 выбираются произ-
вольно. Очевидно в этом случае

 
{ } { }PS PS

µ µ
∈ ⊕x x1 2( ) .

p p
u x

      
 (8)

Для нахождения решения уравнения 
(1) получаем уравнение Dα+

+ =2 .y u  
При условии µ > α −1 имеем из (6): 

µ+ µ+= γ + δ2 2( ) ln .y x x x x
В случае различных корней характери-

стического уравнения из (7) получаем:
µ + µ += γ + δ1 22 2( ) ,y x x x  

где γ δ,  – произвольные постоянные.

Общий случай дробнодифференци-
ального уравнения типа Эйлера с любым 
числом производных произвольного по-
рядка, в том числе и неоднородного, рас-
сматривается аналогично.
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Заключение. В предлагаемой работе 
изучены операторы взвешенного дробно-
го интегрирования в прямых суммах весо-
вых пространств аналитических функций. 
Эти результаты используются для реше-
ния дробнодифференциального уравне-

ния типа Эйлера. Показано, что в случае, 
когда характеристическое уравнение име-
ет кратные корни, исходное уравнение до-
пускает решение с логарифмическими 
особенностями.
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