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Уводзіны. У. А. Гусеў у працы [1] 
вывучаў кватэрніённыя манаген-

ныя ў сэнсе У. С. Фёдарава (F-манагенныя) 
функцыі [2] на плоскасці. У працах [3–6] 
даследаваліся F-манагенныя кватэр­
ніённыя функцыі трох і чатырох рэчаісных 
зменных.

У дадзенай працы даследуюцца 
F-манагенныя кватэрніённыя функцыі, 
адрозныя ад раней разгледжаных. Для гэ-
тых кватэрніённых функцый атрымана 
інтэгральнае выяўленне і рэшана краявая 
задача.

Асноўная частка. Няхай D – адна­
звязны абсяг чатырохмернай рэчаіснай 
эўклідавай прасторы 3( , , , )E t x y z .

Разгледзім кватэрніённыя функцыі вы-
гляду
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ln (n = 1, 2, 3, 4)– такія рэчаісныя лікі, што 
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Для любых пунктаў 
( , , , )M t x y z  і  ′ ′ ′ ′ ′( , , , )M t x y z  

абсягу D  мяркуем 
′∆ = −( ) ( )f f M f M , ′∆ = −( ) ( )p p M p M .

Азначэнне. Кватэрніённая функцыя f 
называецца манагеннай у сэнсе У. С. Фё­
дарава (F-манагеннай) [2] па кватэрніённай 
функцыі p  у абсягу D , калі існуе такая 
кватэрніённая функцыя 
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( θ =( , , , )( 1,2,3,4)i t x y z i (i = 1, 2, 3, 4) – адназначныя 
рэчаісныя функцыі пункта ( , , ,t x y z ) абсягу 
D ), што для любога фіксаванага пункта 

∈M D  і любога зменнага пункта ′∈M D  
маем 

′∆ = ∆ θ + α( ) ( , )f p M M M , 

дзе ′α →
ρ

( , ) 0M M  пры ρ → 0 , ′ρ = MM .

Лёгка паказаць, што калі функцыя f  – 
F-манагенная па функцыі p  у абсягу D , 
то існуюць частковыя вытворныя 
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Разгледзім наступную краявую задачу.

Задача. Няхай V  – чатырохмерны абме-
жаваны абсяг з граніцай σ  ( σ ⊂ ⊂,D V D ). 
Мяркуем далей, што p  і функцыя f , 
F-манагенная па p , вызначаны на зам-
кнутай трохмернай паверхні σ , гомеа-
морфнай сферы канечнага дыяметра і да-
статкова гладкай для магчымасці скары-
стаць формулу Астраградскага. 

Патрабуецца знайсці ў любым унутра-
ным пункце абсягу V  значэнне функцыі f , 
F-манагеннай па p , калі вядомы яе 
значэнні на паверхні σ .
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дзе α α α α1 2 3 4, , ,  – кіроўныя косінусы вонка-
вай нармалі да паверхні σ  у яе бягучым 
пункце ( , , , )P t x y z ,

 = − + − + − + −2 2 2 2
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )r x x y y z z t t , 

 

∂
∂

=
− ∂

∂
=

−

∂
∂

=
− ∂

∂
=

−

ϕ ϕ

ϕ ϕ
x

x x
r y

y y
r

z
z z
r t

t t
r

0
4

0
4

0
4

0
4

, ,

, .

Няхай M  – любы дадзены пункт абсягу 
D , ∉M V .

Тэарэма 1. Для любой кватэрніённай 
функцыі f , F-манагеннай па кватэрніённай 
функцыі p  у абсягу D , маем σ = 0I , дзе σI  
вызначаецца роўнасцю (2).

Доказ. Па формуле Астраградскага 
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Тэарэма 2. Калі кватэрніённая функ-
цыя f з’яўляецца F-манагеннай па ква­
тэрніённай функцыі p у абсягу D, то для 
любога пункта M, які ляжыць унутры V, 
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Заключэнне. Пры дапамозе інтэграль­
нага выяўлення (5) і рашаецца сфармуля-
ваная краявая задача.
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