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ЗНАХОДЖАННЕ АГУЛЬНАГА РАШЭННЯ  
СІСТЭМЫ ДЫФЕРЭНЦЫЯЛЬНЫХ РАЎНАННЯЎ  
У ЧАСТКОВЫХ ВЫТВОРНЫХ ДРУГОГА ПАРАДКУ ПРЫ 
ДАПАМОЗЕ ГІПЕРКАМПЛЕКСНЫХ F-МАНАГЕННЫХ ФУНКЦЫЙ 

водзіны. Вядомы шэраг прац [1–7] , у 
якіх для даследавання раўнанняў і 
сістэм дыферэнцыяльных раўнанняў 

у частковых вытворных выкарыстоўваліся гі-
перкамплексныя манагенныя ў сэнсе У.С. Фё-
дарава (F-манагенныя) функцыі [8]. У дадзе-
най працы пры дапамозе F-манагенных гіпер-
камплексных функцый даследуецца сістэма 
дырерэнцыяльных раўнанняў у частковых вы-
творных другога парадку з трыма невядомымі 
функцыямі. Для даследавання дадзенай сіс-
тэмы выкарыстоўваюцца гіперкамплексныя 
функцыі выгляду 

= + λ + λ 2f u v w  λ =3( 1 ) .  (1) 
Неабходна падкрэсліць, што функцыі вы-

гляду (1) выкарыстоўваюцца для дасле-
давання функцыянальна-інварыянтных ра-
шэнняў сістэмы дыферэнцыяльных раўнан-
няў Максвэла для электрамагнітнага поля ў 
пустаце [9–10], а таксама функцыянальна-
інварыянтных вектар-аналітычных функцый 
[11–12]. 

Мноства ўсіх камплексных або рэчаісных 
функцый, адназначна вызначаных у некаторым 
адназвязным абсягу D  эўклідавай прасторы 

1( , ..., )n
nE x x , дзе ≥ 2n , і непарыўна ды-

ферэнцавальных k  разоў у абсягу D , будзем 
абазначаць ( )kC D  (выпадак = 0k  адпа-
вядае функцыям, непарыўным у абсягу D ). 

Мноства ўсіх функцый выгляду 

=

= ϕ∑ 1
1

( , ..., )
m

k n k
k

F x x e  

(ϕ ∈ ( )k
k C D ; 1 , ..., me e  – базіс некаторай лі-

нейнай асацыятыўна-камутатыўнай алгебры 

А з адзінкай над полем камплексных або рэ-
чаісных лікаў) будзем абазначаць ( , )kC D A . 

Няхай дадзены функцыі F , 1( , )kp C D A∈ . 

Фармальныя вытворныя ∂
∂ k

F
p

 ( 1, ..., )k n=  – 

гэта такія фунцыі ад 1 , ..., nx x , якія вызна-

чаюцца з сістэмы 

=

∂∂ ∂
=

∂ ∂ ∂∑
1

n
k

ki k i

pF F
x p x

,    (2) 

дзе 
−

∂

∂

1

k

i

p
x

 існуе ( =, 1, ...,k i n ) [13–14]. 

Аналагічна будуюцца дыферэнцыяльныя 
аператары (фармальныя вытворныя) вышэй-
шых парадкаў для функцый F , ∈ 2 ( , )kp C D A : 

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂∂ ⎝ ⎠

2

2
k kk

F F
p pp

; 
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2

i j j i

F F
p p p p

  (3) 

( = ≠, , 1,..., ;k i j n i j ). 
Няхай функцыі f , ∈ 1( , )kp C D A  ( 1, ..., ;k m=  

)m n≤ . Тады функцыя f  будзе манагеннай у 
сэнсе У.С. Фёдарава (F-манагеннай) у абсягу 
D  па функцыях 1 , ..., mp p  [15], калі знойдуцца 

такія адзіныя функцыі 1( , )k C D Aθ ∈  ( 1, ..., )k m= , 

што для ўсіх пунктаў абсягу D  

=

= θ∑
1

m

k k
k

df dp . 

 
Асноўная частка. Даследуем сістэму ды-

ферэнцыяльных раўнанняў у частковых вы-
творных другога парадку наступнага выгляду: 
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+ + − + −

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
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⎪
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⎪
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  (4) 

дзе , ,u v w  – шуканыя камплексназначныя 
функцыі трох рэчаісных зменных , ,x y z  
класа 2 ( )C D . Разгледзім задачу знахо-
джання агульнага рашэння сістэмы дыферэн-
цыяльных раўнанняў (4). 

Няхай алгебра A  – асацыятыўна-камута-
тыўная алгебра з базісам λ λ 21, , , дзе закон 
множання вызначаецца роўнасцю λ =3 1. 
Увядзём у разгляд гіперкамплексную функцыю 

= + λ + λ2f u v w      ∈ 2( ( , ) )f C D A . 
Базай будзем называць сукупнасць функ-

цый, па якіх знаходзяцца фармальныя вытвор-
ныя [14]. У якасці базы фармальных вытвор-
ных выбіраем гіперкамплексныя функцыі 

22 ,p x y z= + λ+ λ  2,q y z= λ+ λ 2.t z= λ  
Тады з азначэння фармальных вытворных 

(2) і (3) вынікае наступная тэарэма. 
 
Тэарэма 1. Сістэма дыферэнцыяльных 

раўнанняў у частковых вытворных (4) раўна-
значная раўнанню ў фармальных вытворных 

∂ ∂
+ =
∂∂

2

2 0f f
tt

.      (5) 

Разгледзім дыферэнцыяльнае раўнанне ў 
фармальных вытворных (5). Яго можна запі-

саць у выглядзе 
∂ ∂⎛ ⎞+ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

0f f
t t

, адкуль выні-

кае, што 
∂

+ =
∂ 1
f f V
t

,      (6) 

дзе 1V  – адвольная функцыя, манагенная ў 
сэнсе У.С. Фёдарава па функцыях p  і q  у 
абсягу D . У гэтым выпадку дамовімся пісаць 

[ ]=1 1 , , ,V V p q D A . 
Раўнанне (6) можна запісаць у наступным 

выглядзе: ( ) ( )∂
− = − −

∂ 1 1f V f V
t

. 

Рашэнне апошняга раўнання знаходзім пад-
станоўкай выгляду − = −1 2 exp( )f V V t  і атры-

маем ∂ =
∂

2 0V
t

, гэта значыць [ ]=2 2 , , ,V V p q D A  – 

адвольная функцыя, F-манагенная па функ-
цыях = + λ+ λ 22p x y z  і = λ+ λ 2q y z  
λ =3( 1 )  у абсягу D . 
Такім чынам, атрымліваем наступную тэа-

рэму. 
 
Тэарэма 2. Агульнае рашэнне раўнання (5) 

мае выгляд 
= + −1 2 exp( )f V V t ,     (7) 

дзе [ ]=1 1 , , ,V V p q D A , [ ]=2 2 , , ,V V p q D A  – ад-
вольныя функцыі, F-манагенныя па функ-
цыях p  і q  у абсягу D . 

У агульным рашэнні (7) дыферэнцыяльнага 
раўнання (5) прысутнічаюць функцыі 

[ ]=1 1 , , ,V V p q D A , [ ]=2 2 , , ,V V p q D A , F-манаген-

ныя па функцыях = + λ+ λ 22p x y z  і 
= λ+ λ 2q y z у абсягу D . Абазначым клас 

такіх функцый праз [ ], , ,f p q D A  і даследуем 
структуру функцый класа [ ], , ,f p q D A . 

Поруч з гіперкамплекснай сістэмай з базі-
сам λ λ 21, ,  ( )λ =3 1  разгледзім гіперкамп-
лексную сістэму з базісам 

= λ − λ + +2
1 1 1 1(1 )e x x r x r , 

= λ − λ + +2 2 2
2 2 2 2(1 )e x x r x r , 

= λ − λ + +2 2
3 3 3 3( )e x x r r x , 

дзе 
2
3

i
r e

π
= ; 3 1r = , 21 0r r+ + = ; 1 2 3, ,x x x  – 

камплексныя лікі – рашэнне сістэмы 
+ + =1 2 3 0x x x , 

+ + =2
1 2 3 0x r x r x ,  

+ + =2
1 2 3 1x r x r x . 

Тады 1 2 3 1e e e+ + = , 0i ke e⋅ =  ≠( )i k , 

+ + =1 1 2 3 1( )e e e e e , адкуль =2
1 1e e ; 

аналагічна =2
2 2e e , =2

3 3e e . 
Відавочнай з’яўляецца роўнасць 
λ − = λ − λ − λ −3 21 ( 1) ( ) ( )r r . 

Калі ўлічыць, што λ =3 1, то будзем мець 
λ − =2

1 ( ) 0e r ,  
λ − =2 ( ) 0e r ,  
λ − =3 ( 1) 0e , 

адкуль 
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λ = 2
1 1e r e , λ =2 2e r e , λ =3 3e e . 

Такім чынам, λ = + +2
1 2 3e r e r e , 

λ = + +2 2
1 2 3e r e r e , адкуль 

+ λ + λ = + + +

+ + + + + +

2 2
1

2
2 3

( )

( ) ( ),

a b c e a b r cr

e a br cr e a b c
 

дзе , ,a b c  – камплексныя лікі або элементы 
любой алгебры. 

Калі скарыстаць апошнюю роўнасць, то 
функцыі 2f u v w= + λ + λ , 22 ,p x y z= + λ + λ  

2,q y z= λ+ λ  2
1 2 3l l l l= +λ +λ , 2

1 2 3h h h h= + λ + λ  
можна запісаць наступным чынам: 

1 2 3f Pe Qe Re= + + , 1 2 3p e e e= α +β + γ , 

1 2 3q e e e= ξ +η + ς , 1 2 3l Ae Be Ce= + + , 

1 2 3h He Me Ne= + + , 
дзе 

= + +2P u v r w r , = + + 2Q u v r w r , 
= + +R u v w , 

α = + +22x yr zr , β = + + 22x y r z r , 
γ = + +2x y z , 

ξ = +2y r z r , η = + 2y r z r , ς = +y z  
(аналагічна для , , , , ,A B C H M N ). 

Тады ўмова манагеннасці функцыі f  па 
функцыях p  і q  

= +d f l d p h dq  
прыме наступны выгляд: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3 ,

e dP e dQ e dR

e Ad e B d e C d

e Hd e Md e Nd

+ + =

= α + β + γ +

+ ξ + η + ς

 

адкуль 
= α + ξd P Ad Hd , = β + ηdQ Bd Md , 

= γ + ςd R Cd Nd , 
гэта значыць, камплексная функцыя P  з’яў-
ляецца F-манагеннай па дзвюх камплексных 
функцыях α  і ξ , Q  з’яўляецца F-манагеннай 
па функцыях β  і η , R  – F-манагеннай па 
функцыях γ  і ς . 

Атрыманы вынік сфармулюем у выглядзе 
тэарэмы. 

 
Тэарэма 3. Для таго каб функцыя 

2f u v w= + λ + λ   ( )3 1λ =  была F-манагеннай 

па функцыях 22p x y z= + λ+ λ  і 2q y z= λ + λ  
( 1, , ( ); ( , , )u v w C D u u x y z∈ =  і г. д.), 
неабходна і дастаткова, каб камплексная 
функцыя 2P u vr wr= + +  была манагеннай па 

камплексных функцыях 22x yr zrα= + +  і 
2yr zrξ= + ; камплексная функцыя 2Q u vr wr= + +  

была манагеннай па камплексных функцыях 
22x yr z rβ= + +  і 2;y r z rη= +  камплексная 

функцыя = + +R u v w  была манагеннай па 
функцыях γ = + +2x y z  і ς = +y z . 

Такім чынам, для кампанентаў , ,u v w  
функцыі = + λ + λ 2f u v w  ( )λ =3 1 , F-ма-

нагеннай па дзвюх функцыях = + λ+ λ 22p x y z  
і = λ+ λ 2q y z , маем 

[ ]
[ ]

[ ]

⎫+ + ≡ α ξ
⎪⎪+ + ≡ β η ⎬
⎪+ + ≡ γ ς ⎪⎭

2

2

, ,

, ,

, ,

u v r w r P

u v r w r Q

u v w R

   (8) 

дзе [ ]α ξ,P  ( [ ]β η,Q , [ ]γ ς,R ) – адволь-
ная камплексная функцыя, F-манагенная па 
функцыях α  і ξ  (β і η , γ  і ς ). 

З сістэмы (8), улічыўшы, што 
+ + =21 0r r , атрымаем 

+ +
=

3
P Q Ru .      (9) 

Калі другую роўнасць сістэмы (8) памно-
жыць на r , а першую – на −( 1)  і скласці, атры-
маем 

2 1 2 1 1 1
3 3 3 3 3 3

1

Q r P r R r
w

r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

−
.  (10) 

Калі першую роўнасць сістэмы (8) памно-
жыць на r  і адняць ад атрыманай роўнасці 
другую, то будзем мець 

1 2 2 1 1 1
3 3 3 3 3 3]

1

P r Q r R r
v

r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−
 (11) 

Заўважым, што ў формулах (9) – (11) 
[ ]≡ α ξ,P P , [ ]≡ β η,Q Q , [ ]≡ γ ς,R R . 

Такім чынам, атрымалі наступную тэарэму. 
 
Тэарэма 4. Структура функцыі 
= + λ + λ 2f u v w , F-манагеннай па функцы-

ях = + λ+ λ 22p x y z  і 2,q y z= λ+ λ  вызна-
чаецца формуламі (9) – (11), дзе 

22x yr zrα= + + , 22x yr zrβ= + + , 2x y zγ = + + , 
ξ = +2y r z r , η = + 2y r z r , ς = +y z . 

Каб атрымаць рашэнне , ,u v w  сістэмы ды-
ферэнцыяльных раўнанняў у частковых вы-
творных (4), вылучым кампаненты пры 
базісных адзінках λ λ21, ,  агульнага рашэння (7) 
дыферэнцыяльнага раўнання ў фармальных 
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вытворных (5). 
Згодна з тэарэмай 4, маем: 

1 1 1
1

1 1 1

1 1 1
2

2 2 2
2

2 2 2

2 2

3
1 2 2 1 1 1
3 3 3 3 3 3

1
1 2 2 1 1 1
3 3 3 3 3 3 ,

1

3
1 2 2 1 1 1
3 3 3 3 3 3

1
1 2 2 1
3 3 3 3

P Q RV

P r Q r R r

r

Q r P r R r

r
P Q RV

P r Q r R r

r

Q r P

+ +
= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ λ +

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ λ

−
+ +

= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ λ +

−
⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠+

2
2

1 1
3 3 ,

1

r R r

r

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ λ ⎪⎭−

 (12) 

дзе [ ] [ ]≡ α ξ ≡ α ξ1 1 2 2, , ,P P P P  – адвольныя 
камплексныя функцыі, F-манагенныя па функ-
цыях α  і ξ ; [ ] [ ]≡ β η ≡ β η1 1 2 2, , ,Q Q Q Q  – ад-
вольныя камплексныя функцыі, F-манагенныя 
па функцыях β і η ; [ ] [ ]≡ γ ς ≡ γ ς1 1 2 2, , ,R R R R  – 
адвольныя камплексныя функцыі, F-манаген-
ныя па функцыях γ  і ς . 

Улічваючы, што = λ = + +2 2
1 2 3t z e zr e zr e z , 

атрымліваем: 
− = − − − =2

1 2 3exp( ) exp( )t e zr e zr e z
− ⋅ − ⋅ − =2

1 2 3exp( ) exp( ) exp( )e zr e zr e z

⎛ ⎞
− + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

1 1
( )1 ...

1! 2!
zr zre e

⎛ ⎞
− + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2 2

2 2
( )1 ...

1! 2!
zr zre e

⎛ ⎞
− + − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

3 31 ...
1! 2!
z ze e  

− − −= + − + − + − =
2

1 2 3(1 ( 1) )(1 ( 1) )(1 ( 1) )zr zr ze e e e e e  
− − −

− − −

= + − + − + − =

= + − + − + − =

2

2

1 2 3

1 2 3

(1 ( 1) ( 1) )(1 ( 1) )

1 ( 1) ( 1) ( 1)

zr zr z

zr zr z

e e e e e e

e e e e e e
 

2

2

2
1 1 1

2 2 2
2 2 2

2 2
3 3 3

2
1 2 3

1 ( 1)( (1 ) )

( 1)( (1 ) )

( 1)( ( ) )

1 ( 1) ( 1) ( 1)

zr

zr

z

zr zr z

e x x r x r

e x x r x r

e x x r r x

x r e x r e x e
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Заключэнне. З апошняй роўнасці знахо-

дзім агульнае рашэнне сістэмы дыферэнцы-
яльных раўнанняў у частковых вытворных (4). 
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SUMMARY 
Using the class of F-monogenic functions the 

general solution of one system of differential equations 
in the partial derivatives is obtained. 
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